Введем обозначение цены инвестиционного портфеля на (B,S) рынке:
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Здесь:
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 - закон изменения, 
r - скорость роста безрискового актива (счет в банке, облигации), 
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- количество бондов, облигаций в портфеле, 
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 - цена рискового актива (акции), 
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- количество акций в портфеле. 
Цель теории – получить такую пару функций 
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, что, не зависимо от случайной траектории цены акции, обеспечить выполнение контракта в момент времени T, то есть равенство:
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Здесь: 
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- функция выплаты контракта, 
K - цена исполнения, 
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- цена акции в момент T. 
В процессе проведения торгов портфель должен удовлетворять принципу самофинансирования, и из этого условия можно найти функции 
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. Принцип самофинансирования состоит в том, что функция  
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 должна удовлетворять следующему условию:
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(1)
Это условие означает, что в момент t получения новой информации о цене акции S стоимость портфеля до перераспределения его содержания, сформированного в предыдущий момент 
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, должна равняться стоимости портфеля после его перераспределения (без привлечения дополнительного капитала из внешних источников). 

Погрешность принципа самофинансирования.

Перенесем левую часть (1) направо, получаем, что уравнение (1) эквивалентно соотношению
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где введены обозначения полных приращений соответствующих функций. Разложим полные приращения в ряд Тейлора, не предполагая пока каких-либо ограничений на  статистику случайных приращений цены акции 



[image: image19.wmf])...)

,

,

,

(

6

1

)

,

,

,

(

2

1

(

)...)

,

,

,

(

6

1

)

,

,

,

(

2

1

)(

(

)

,

,

(

3

2

3

2

t

t

S

S

d

t

t

S

S

d

S

t

t

S

S

d

t

t

S

S

d

t

B

t

t

S

S

D

-

D

-

+

D

-

D

-

+

D

-

D

-

+

D

-

D

-

=

D

D

D

g

g

b

b


(2)
Для получения уравнения Блэка-Шоулза. выдвинем гипотезу, что цена акции следует геометрическому броуновскому движению
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с коэффициентом сноса 
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 и волатильностью 
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 (выбираемых из каких-либо предпочтений), где W при 
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 является стандартным броуновским движением (винеровским процессом). Выделим из вторых дифференциалов, согласно формуле Ито, слагаемые, пропорциональные вторым производным по 
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, объединим их с первыми дифференциалами, пренебрежем в (2) оставшейся погрешностью, называемой погрешностью формулы Блэка-Шоулза):
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Здесь учтено, что для винеровского процесса 
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. Оставшееся выражение в (2) должно равняться 0 при всех 
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Формулы Блэка-Шоулза дают возможность вычислять необходимое содержание портфеля каждый раз, когда получена информация о новых ценах рисковых активов. При этом гарантируется, что к моменту исполнения опциона условие выплаты будет обеспечено. Погрешность БШ возникает из-за нарушения принципа самофинансирования. Если в данный момент погрешность 
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 оказалась отрицательной, то это означает, что в портфеле, в момент получения информации о новых ценах, недостаточно средств, чтобы при его перераспределении по формулам Блэка-Шоулза-Мертона получить стоимость, равную 
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. В этой ситуации для того, чтобы содержание портфеля описывалось формулами Блэка-Шоулза-Мертона в любой момент времени, необходимо при очередном перераспределении содержания пополнять  портфель из каких-либо внешних источников. Иначе условие (1) может оказаться не выполненным. Погрешность Блэка-Шоулза может быть малой, если малы интервалы времени между получением очередной информации о ценах и если угадана статистика цены акции и её волатильность. В противном случае, особенно при резких скачках цен, погрешность Блэка-Шоулза может оказаться существенной.
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